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�|��µc¢z©=½$&%T$&%(' t.-vuxw]>�y{z|2SW�4!1Z/�13-04
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 ¡�¨®Q °±�¤]«|¤�®�µc¥�¥¨§o¹2©|¤]´£§c©�§�«a¤]©|º¡¥���µo¶}§ �����)�2���3�4��Q ½ R�¶Áº2¢2®�Ã�|��µc¢�®=§c¥�¥�¬¡§o¢z´�«a¤��|º2«|¢2©��a ¡¤=¸ �|µ��| ¡¤�¹2«|��µc«t©d�Q§9�a¤c½�¼t ¡¤�¹2©|¤=º2´¡µG®=µ_´_¤0¶Áµc«��| ¡¤0¶Áº¡¢z®��|��µc¢
§o¢z´&���a©
 2¤=¥�¹z¤]«]¬3�!��"��������������<,.C$����x+Qdn)� ½ R
§c«|¤0¯c��¿c¤]¢� 2¤=«a¤@R
�!��"����)�2�����4�@,.C$�>��xyQdn)� ½ RØ ÒQÛ9ÔøÔ�Ñ � �=Ï� « ÛAB n0C�rz��56�Ý 1(:  ��� Ï=Ú�� � Û9Ú6B n0Cp{� Ø
Þ /�À!2A4Â:»-vu ¨ur ¥ /�-  ��� Ï=Ú�� � Û9Ú�B n0C
Þ V!-³1(: ÒQÛ9ÔøÔ�Ñ � �=Ï� « Û5B �  aÖsnOÙ»CP� ½ù /8À.2A4 �!��"����)���������<,.C$�>��xyQ �  aÖsnOÙ�� ½ Ra



�!��"����)�2�����4��Q ½ RØ 1(: ÒQÛ9ÔøÔ�Ñ � �=Ï� « ÛAB ½ C6� ½Ý /�À!2A4 �+��">���)�2���3�4�<,gCm����xyQ ½ � ½ RÐ�µc�|�¨®�¤��| 2§o�!�a ¡��©�¨©¢¡µo�C§��a«|º¡¤���¢G¿;¤=«Q©r¤��|µ��a ¡¤e�����)�2�����4��¶Áº¡¢2®��|��µc¢x¬c§;©b±�¤�§c«|¤�¢¡µo�
º¡¢2´¡µc��¢¡¯&�a ¡¤�¹zµ;��¢U���¨´_¤=¢U�|��²z®]§9�|��µc¢z©=½��* ¡��¥�¤¦©|º2®Q 'º¡¢¡Ã��¨´_¤=¢U�a�n²z®]§9�a��µ;¢2©�¸¦§4ªÆz¤¦´_¤�©r��«rÃ
§o2¥�¤;¬c�a ¡¤0´¡��©(�dµc��¢U�rÃe©r¤=��´¡§o�a§$©r�|«aº2®��aº¡«a¤�´_µG¤]©�¢¡µc��©|º¡¹¡¹Aµc«|��§o¢¹Lrº¡¢2´¡µoÃÅº¡¢¡��µc¢vM0¶Áº¡¢z®��|��µc¢
�| z§9��«aº¡¢2©t��¢�«a¤]§;©rµ;¢2§o2¥�¤}�|��¸�¤;½

¼t ¡¤�«aº¡¢_Ã��|��¸�¤�§c¢2§o¥�ª_©r�¨©�¶Áµc«
º¡¢2®=µc¥�¥�§c¹2©|��¢¡¯¦§�®�µ;¸�¹¡¥�¤=�|¤]¥�ªUÃe®�µc¥�¥¨§o¹2©|¤]´�©r��¸�¹¡¥��¨®��¨§o¥x©|¤��
�¨©
¤]©a©r¤]¢U�|�¨§o¥�¥�ª¦�a ¡¤$©a§o¸�¤$§c©��a 2§9��¶Áµ;«�®�µ;¥�¥¨§o¹2©|��¢¡¯��| ¡¤$¤]¢U�|��«|¤�©|¤��]¬z±
�n�a ��| ¡¤�§c2©|¤=¢2®=¤0µc¶
�| 2¤�¹Aµc��¢U�rÃÅ��´¡¤=¢U�|��²z®=§o�|��µc¢��|¤=«a¸�½¼t 2¤t§c¸�µc«|�|��à=¤]´�®�µU©d�Cµo¶J§�©|��¢2¯c¥�¤$�!��"����)����������±
 ¡¤]¢
º¡¢2®=µc¥�¥�§c¹2©|��¢¡¯&�| ¡¤�¤=¢U�a��«a¤�©|��¸�¹2¥��¨®��¨§o¥C©r¤=�0�¨©��| Gº2©�E�Ö7Î2Ù0±
 ¡¤=«a¤�Î���©��| 2¤�´_��¸�¤=¢2©|��µc¢'µc¶
�| 2¤$©r��¸�¹¡¥��¨®��¨§o¥x©|¤���½

¼bµ$§c¥�¥�µ9±)¶Áµ;«�º¡¢2´_µ;��¢2¯0¹Aµc��¢U����´¡¤=¢U�|��²z®=§o�|��µc¢2©]¬o±�¤
¹¡«aµ9¿U�¨´_¤��| 2¤t¶Áµc¥�¥�µ9±
��¢¡¯�¶Áº¡¢2®��a��µ;¢&R
�!�0���@?D�<,W|���56�D?>,.}t�����D?D5 i 5B"3�@?D5B�����2QtR
Ø :»-vu ¤�§c®Q |Ñ ë �G�Ý V!- 7~��:;�<,1=>�0?�QÏÑ�R
Þ :»-vu ¤�§c®Q �� ë � Qù V!-³1(: *y�;�1,.
/�0����,1���������������0�vQd�2R
ú /8À.2A4 �!��5B���vQ � �UÖH�9ÙJ� � Q ÖH�9Ù1RÐ�µc�|�¨®�¤��a 2§9���| ¡¤�¶Áº2¢2®��a��µ;¢Æ�| ¡«aµ9±�©�§4±t§4ª¦�| 2¤$¹¡«a¤=¿G��µ;º2©
¹Aµc��¢U�}��´¡¤=¢U�|��²z®=§o�|��µc¢Æ¹2§c«rÃ
�|���|��µc¢)§c¢2´+¡º¡��¥�´¡©�§o¢¡µc�| ¡¤]«�µc¢¡¤�¶Á«aµc¸ ©a®�«Q§9�Q®Q x½�¼t ¡¤¦«aº¡¢+�|��¸�¤�¶Áµc«��| 2��©$¶Áº¡¢2®��a��µ;¢£��©
�| Gº2©kE�Ö ^ Q G�Ö ^ Q � ^ �4ÙrÙ�¬2±
 ¡��®Q ��¨©t¤]©a©r¤]¢U�|�¨§o¥�¥�ª�¥���¢¡¤]§c«]¬¡§c¢2´��a ¡¤=«a¤�¶Áµ;«|¤�¿;¤=«aª¦¤�Ë_¹z¤]¢2©|��¿;¤c½
� ���������=�4�����]��� � �¬�Ä�Æ���!�0�C�=��� ��� � ���������=��� ���\������]�������	�
���t� ���-�o�
Ç}©�§£²2«Q©r��§o¹2¹¡¥��¨®=§o�|��µc¢*µc¶�©r��¸�¹¡¥��¨®��¨§o¥0©r¤=�a©&�|µß®�µc¸�¹¡º¡�a§9�a��µ;¢2§o¥}�|µ;¹zµ;¥�µ;¯cªc¬t±�¤�©| ¡µ9±
 ¡µ9±  ¡µ9±��| ¡¤]ª�®]§o¢�z¤�§o¹¡¹¡¥���¤]´��|µ�©r¹A¤=¤�´�º¡¹�§o¢�¤�Ë_�¨©d�a��¢2¯�§o¥�¯cµc«a���| ¡¸ ¶Áµc«}®=µc¸�¹¡º_�a��¢¡¯
§o¢*��¢G¿9§o«a��§c¢;��µo¶�§E©|��¸�¹2¥��¨®��¨§o¥�®�µ;¸�¹2¥�¤=ËJ½³��¤+§c©a©rº¡¸�¤�±�¤� z§4¿c¤'§c¢ §o¥�¯cµ;«|���| ¡¸ ¶Áµc«
®�µ;¸�¹¡º_�|��¢¡¯��a ¡¤
z¤=�r�a�2¢Gº¡¸�A¤=«Q© �P� òS��µo¶O§�®Q 2§c��¢�®�µ;¸�¹2¥�¤=Ë�Ö ÅJ� � Ü � Ù�½��¤�§o¥¨©rµ�§c©a©|º¡¸�¤
�| z§9�C�| ¡¤
§c¥�¯;µc«a�n�a ¡¸ «|º2¢2©C��¢�E�Ö6�OÖ ^ Ù|Ù!�|��¸�¤c¬c±
 2¤=«a¤ ^ ��©�a ¡¤t¢Uº2¸�A¤=«�µo¶AµcX�d¤�®��Q©!��¢��| ¡¤®�µ;¸�¹¡¥�¤=Ë0Q�½fÐ�µ9±�¬A©|§4ª�±�¤$§c«|¤��a«|ªG��¢¡¯¦�|µ�®�µc¸�¹¡º¡�|¤�§c¢Æ��¢G¿9§o«a��§c¢U��º2©r��¢¡¯�§c¢�§o¥�¯cµc«a���| ¡¸
�| z§9�
«|º2¢2©t��¢��|��¸�¤y��ÖsnCÖ ^ ÙrÙ�½��+¤�©r 2µ9±  ¡µ9±*�aµ�¹¡«|µ_´_ºz®�¤�§o¢�§o¥�¯cµc«a���| ¡¸ �a 2§9��«aº¡¢2©t§9�
¥�¤]§c©r��§c©�¶ §;©d��§c©��a ¡¤�¤�Ë_�¨©d�a��¢2¯�§o¥�¯cµc«a���| ¡¸�¬Gµo¶ø�a¤=¢�±
�n�a Æ§�©|º¡2©r�a§c¢U�|�¨§o¥x©|¹z¤]¤]´_º¡¹b½þ���� ���������! !�����#"
�+¤}ÀG¢¡µ9±¾¶Á«aµc¸"�|µ;¹zµ;¥�µ;¯cªàB ýbCJ�a 2§9���n¶hE ��©�§�®=¤=¥�¥A®=µc¸�¹¡¥�¤�Ë�§o¢2´��n¶.F ��©�§�®=µc¢U�|«Q§c®��|��¡¥�¤
©|º¡A®=µc¸�¹¡¥�¤�ËO¬_�a ¡¤=¢��a ¡¤�ÍUº¡µo�a��¤]¢U��¸�§c¹àE ¡ E�IJF �¨©�§� ¡µ;¸�µc�|µ;¹Uª&¤]ÍUº¡��¿4§c¥�¤]¢2®�¤;¬2§o¢z´
�| 2¤=«a¤�¶Áµc«a¤ÚE §c¢2´|E,I�F  2§4¿c¤��| ¡¤$©a§o¸�¤� ¡µ;¸�µ;¥�µ;¯cª;½
� ó��4ðÅî0æQê�æt����ë�ç�ï è7î4é�ïvñbå�ç�ädñ�ädê�è�ädô�ïvê0ó]ädðeè�ïvë�ê��

�



Ð�µ9±�¬!��¢+�| 2¤�®�µc¢U�a¤�ËG��µo¶��| ¡¤�©|��¸�¹¡¥��¨®��¨§o¥�©|¤��]¬!±�¤�ÀG¢¡µ9±  ¡µ9±þ�aµÆ«|¤]¹¡¥�§;®�¤9E ±
�n�a E�IJF�½tÇ}¥�©|µ2¬2�|µ&©r�a§c«r��±
���| b¬z¤]¿c¤=«aª�©|��¸�¹2¥�¤=Ë�µc¶�§&©r��¸�¹¡¥��¨®��¨§o¥®�µ;¸�¹2¥�¤=Ë� 2§;©t�|«a��¿U�¨§o¥! ¡µoÃ
¸�µc¥�µc¯;ªc½b¼t ¡¤���´¡¤]§¡¬4�a ¡¤=¢b¬9��©!�|µ��n�a¤=«Q§9�a��¿;¤=¥�ª0®=µc¥�¥�§c¹2©r¤�©r��¸�¹¡¥���®=¤]©!±
�n�a $�|«a��¿U�¨§o¥U ¡µ;¸�µ;¥�µ;¯cª;¬
�| 2¤=«a¤=Gª&«a¤]´_ºz®���¢¡¯��| ¡¤�©r��à=¤ ^ µc¶�a ¡¤�´_¤]«|��¿c¤�´Æ®Q 2§o��¢Æ®�µ;¸�¹2¥�¤=ËJ¬A§o¢2´Æ©|¹A¤=¤]´¡��¢¡¯¦º2¹Æ�| ¡¤ ¡µ;¸�µ;¥�µ;¯cª�®=µc¸�¹¡º_�Q§9�|��µc¢b½

Ç}©�®�µc¥�¥¨§o¹2©|��¢2¯��¨©$§�¥�µ_®=§o¥�µc¹A¤=«Q§9�|��µc¢b¬!®�µ;¥�¥¨§o¹z©r��¢¡¯��| ¡¤�©r��¸�¹¡¥�¤=Ë ½ §x¼J¤]®��Q©��| 2¤� ¡µoÃ¸�µc¥�µc¯;ªÆµo¶��| ¡¤�®=µo¶ §c®=¤]©0µo¶��| 2¤�¶ §c®�¤�©�µo¶ ½ æ ½¦ÉÅ¶tµc¢¡¥�ª'§�©|º¡2©|¤��$µo¶ ½ O ©�®�µc¶ §c®=¤]©�±�¤=«a¤§x¼J¤]®��|¤�´�ÖÁ¶Áµc«���¢2©d�Q§o¢2®=¤c¬O�a ¡¤¦®�µc¶ §c®�¤�©0µo¶�µ;¢¡¤�´_��¸�¤]¢2©r��µc¢+ ¡��¯c ¡¤]«QÙ�¬O�| 2¤=¢)©rµ;¸�¤���¢U�|¤=¥�¥��nÃ
¯c¤]¢U�$zµGµcÀGÀ;¤=¤=¹2��¢¡¯�¸���¯c U�$z¤�§o¡¥�¤��|µ�À;¤=¤]¹��a«a§;®QÀ�µo¶t±
 ¡�¨®Q °©r��¸�¹¡¥���®=¤]©$§c«|¤'Ñ � � � Ûx� �
�|«a��¿U�¨§o¥�½�Ì}¢_¶Áµc«|�|º2¢2§9�a¤=¥�ªc¬C�| 2¤=«a¤&�¨©�¢¡µ�µcG¿G��µ;º2©$«a¤]©r�|«a�¨®��|��µc¢b¬C§c¢2´°§;© ½ §o¢2´)���a©�¶ §;®�¤]© 2§4¿;¤¦¹zµc�|¤=¢U�a��§c¥�¥�ª£¤�Ë_¹zµ;¢¡¤=¢U�a��§c¥�¥�ª�¸¦§c¢Uª£®�µc¶ §c®=¤]©]¬b�a ¡��©�AµUµ;ÀGÀc¤=¤]¹¡��¢¡¯�´_µG¤]©�¢¡µo��©r¤]¤=¸
¹¡«Q§c®��|�¨®=§o¥�½þ��3� �Âkd�#�±nv�Ï��d<g
¼t ¡¤�§o¥�¯cµ;«|���| ¡¸û�¨©�©r��¸�¹¡¥�¤@R�¥�µGµ;À�¶Áµ;«�©�©r��¸�¹¡¥�¤=ËE±
���| ��|«a��¿G�¨§o¥t ¡µc¸�µ;¥�µ;¯cªc¬�§c¢2´E�| ¡¤]¢
®�µ;¥�¥¨§o¹z©r¤��n��½!�+¤t¥�µGµc¹��| ¡«aµcº2¯c �§c¥�¥_©|��¸�¹¡¥��¨®�¤]©�§0©|¹z¤�®���²2¤]´�¢Gº¡¸�A¤=«Cµo¶2�|��¸�¤�©=¬;®�µc¥�¥¨§o¹2©|��¢2¯
¸�µc«a¤�©r��¸�¹¡¥��¨®�¤�©tµc¢�¤]§;®Q ����|¤]«a§o�|��µc¢x½
=>56xe�0��5 i ��,-����xe�0���0�vQq�!R
Ø :»-vu ¨ur ¥ /�-�� Ñ=Ð �	� �/¡ ÓÅÏ\�|Ñ9Ó � Û9Úv�
Ý V!- ^�¢�£ �P¤ £F¢b^ Ñ5¨»á<¥ÃO�¨\I+¦>¥Z¨Ïã-� £ r§?D�3��Þ :»-0u ½`ë �ù V!-³1(: ½  z§c©��|«a��¿U�¨§o¥O 2µc¸�µc¥�µc¯;ªú /�À!254 �����)�2���3�4��Q ½ Rý ^�¢�£ �P¤ £F¢b^ Ñ5¨Ïá)¥ÃO�¨\I+¦>¥Z¨Ïã-� £ r i ���)���_ 13: ^�¢�£ �P¤ £F¢b^ Ñ5¨»á<¥ÃO�¨\I+¦>¥Z¨Ïã-� £ �¨?D�3��a /8À.2A4ª©!ux25>0«

¼bµ��|¤]©r����¶}§Æ©|��¸�¹¡¥�¤�ËO¬ ½ �¨©��a«|��¿G��§c¥7¬C±�¤�º2©|¤¦�| ¡¤�¤�Ë_�¨©d�a��¢¡¯' ¡µc¸�µc¥�µc¯;ª'§o¥�¯cµ;«|���| 2¸�¬±
 ¡�¨®Q '±
��¥�¥C�Q§oÀ;¤JE�ÖB�JÖ�Ý ò Ù|Ù�¶Áµc«�§�©|��¸�¹2¥�¤=Ë�µo¶�´¡��¸�¤=¢z©r��µc¢)ÎJ½�Ç�®��|ºz§o¥�¥�ª;¬b©r��¢2®=¤�±�¤�§o«a¤
µc¢2¥�ª���¢U�|¤]«|¤�©d�a¤]´���¢�±
 ¡¤=�| ¡¤]«�µc«t¢¡µc� ½  2§c©��a«|��¿G��§c¥O 2§c©��a«|��¿G��§c¥O ¡µc¸�µc¥�µc¯;ª�§o¢2´�±�¤�§o«a¤¢¡µc�0§c®��|º2§c¥�¥�ª�®�µc¸�¹¡º¡�|��¢¡¯��a ¡¤�A¤��|�|�C¢Gº¡¸�A¤=«Q©�µc¶ ½ ¬J��¢'¹¡«a§;®��a��®=¤$±�¤�®=§o¢'��¸�¹¡«aµ9¿c¤�µ;¢�| 2��©�±�µc«Q©r�rÃe®=§c©|¤�Aµcº2¢2´O½�¼!¤]©r�|��¢¡¯��|«a��¿G�¨§o¥��n�dªÆµc¶0Ø=Ã}§o¢2´£Ý4Ãe©|��¸�¹¡¥���®=¤]©�®]§o¢+z¤�´_µ;¢¡¤¦��¢
®�µ;¢2©r�a§o¢U���|��¸�¤�Gª�®=µcº¡¢U�|��¢¡¯��a ¡¤¦¢Gº¡¸�A¤=«Q©�µo¶t¢¡µ;¢;�a«|��¿G��§c¥C¶ §c®=¤]©]½§K¡µ;«$¤�Ë¡§c¸�¹2¥�¤;¬!§o¢Gª
Ý4Ãe©|��¸�¹¡¥�¤�Ë£±
�n�a �ÝÆ¢2µc¢U�|«a��¿G�¨§o¥�¤]´_¯;¤]©�§c¢2´*Ø�¢2µc¢U�|«a��¿G�¨§o¥�¿c¤=«|�|¤=Ë+¸�º2©r��A¤&¢¡µ;¢;�a«|��¿G��§c¥7½
¼t ¡¤�«a¤]©r��µo¶b�a ¡¤¦Ø�Ã�§c¢2´�Ý4Ãe©r��¸�¹¡¥��¨®�¤�©
§o«a¤�©r ¡µ9±
¢���¢�K��¯cº¡«a¤�Þ¡½

Ç}©'¢¡µo�a¤]´ §oAµ9¿c¤;¬�®�µc¥�¥¨§o¹2©|��¢2¯ßµ;¢¡¤°©|��¸�¹¡¥�¤�Ë §x¼J¤]®��a©Æ¹Aµo�a¤=¢U�|�¨§o¥�¥�ª ¤�Ë_¹Aµc¢¡¤]¢U�|�¨§o¥�¥�ª
µo�a ¡¤=«�©r��¸�¹¡¥���®=¤]©]½'¼t Gº2©=¬C��¶�±�¤��|¤]©r��§�©r��¸�¹¡¥�¤�Ë£µc¢2®=¤&§o¢2´)²2¢2´)�����aµ' 2§4¿;¤¦¢¡µc¢U�|«a��¿;Ã
�¨§o¥A ¡µc¸�µc¥�µc¯;ªc¬G®�µ;¥�¥¨§o¹2©|��¢¡¯�§o¢2µo�| 2¤=«t©r��¸�¹¡¥�¤=Ë�¥�§o�|¤]«�¸¦§4ª�¸¦§oÀc¤}�| ¡¤0µc«a��¯c��¢2§o¥z¢¡µc¢U�|«a��¿U�¨§o¥
©|��¸�¹¡¥�¤�ËÆ��¢;�aµ�§�©r��¸�¹¡¥�¤=ËÆ±
�n�a ��|«a��¿U�¨§o¥ ¡µ;¸�µ;¥�µ;¯cª;½�¼t ¡¤�Í;º2¤]©r�|��µc¢Æ�a 2§9��§o«a��©|¤]©]¬ �| ¡¤]¢Æ��©
 ¡µ9±�¸�§c¢Gª��|��¸�¤]©�§c«|¤�±�¤��|µ¦���|¤]«a§o�|¤��| 2«|µ;º¡¯c ��| ¡¤�©r��¸�¹¡¥��¨®�¤�©=½�¼t ¡¤�²2«Q©d�}§c¢2©r±�¤=«
¸¦§4ª
A¤��|µ��n�a¤=«Q§9�|¤�º2¢;�a��¥¢¡µ�¸�µ;«|¤$©|��¸�¹¡¥��¨®�¤]©�®=§c¢Æz¤�®�µc¥�¥¨§o¹2©|¤]´O½os}µ9±�¤]¿c¤=«�¬2´_µ;��¢2¯�©rµ�¸¦§4ª
¬g ðdëQì�æQðrä�ïvñbætñ�ïvé
å �väq®
è7î9æaèCî4æQñ;¯�æQñ!æ�ì¨æQðdä1°xí�ë�ç7ä�å4ç�ädðdïvñ�äd� ÷�òcætñ�ïvé
å �väq®k±�ïvñ!ætðrëQì�æQðdä�ëQì>¯�ï ìè7î4ädç�äïvñzñ�ë�é
äbñ�äd²4�4ädê4ðdäCëQìUì�æQðdä!ë�åoädçÅæaè7ë�ç�ñOïvê4ô�äd®]ädôk³=÷µ´ ��¶d¶W¶ ´B·�ñ^��ðÅî
è�î9æaèD¸4¹»ºA¸-¹»º�¼)½D¾W¾d¾^¸-¹ ½ ±m¿K¯<°

Ø�¥



2−Simplices

1−Simplices

K!��¯cº2«|¤�Þ�R�Ç}¥�¥x¹Aµ;©a©|��¡¥�¤¦Ø�Ã�§c¢2´ÆÝ4Ãe©r��¸�¹¡¥��¨®�¤�©t��¢�§¦©|��¸�¹¡¥���®=��§c¥x©r¤=�
�a§cÀc¤+E�Ö ^ æ Ù}���|¤=«Q§9�a��µ;¢2©
¶Áµ;«�®=¤=«|�a§o��¢'®=µc¢_²2¯;º¡«Q§9�|��µc¢z©=½�K2µc«�¤�Ë¡§o¸�¹¡¥�¤c¬A��¢qK��¯;º¡«|¤�ù2¬A�| ¡¤¤=¢U�a��«a¤�©|��¸�¹2¥��¨®��¨§o¥¡©|¤��C 2§c©�a«|��¿G��§c¥G ¡µc¸�µc¥�µc¯;ªc½hs}µ9±�¤]¿c¤]«]¬4��¶z±�¤t§c«|¤��n�a¤=«Q§9�a��¢¡¯�¶Á«aµc¸þ«a��¯; U�
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